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Аннотация
Основная трудность, с которой приходится иметь дело при исследовании арифметиче-
ской природы значений обобщенных гипергеометрических функций с иррациональными
параметрами, состоит в том, что общий наименьший знаменатель нескольких первых ко-
эффициентов соответствующих степенных рядов растет слишком быстро с увеличением
числа этих коэффициентов. Последнее обстоятельство делает невозможным использова-
ние известного в теории трансцендентных чисел метода Зигеля для проведения упомяну-
того исследования. Применение названного метода предполагает использование принципа
Дирихле для построения функциональной линейной приближающей формы. Это построе-
ние является первым этапом длинного и сложного рассуждения, приводящего в конечном
итоге к получению требуемого арифметического результата. Попытка применить принцип
Дирихле в случае функций с иррациональными параметрами наталкивается на непреодо-
лимые трудности из-за упомянутого выше слишком быстрого роста общего наименьшего
знаменателя коэффициентов соответствующих рядов Тейлора. Вследствие этого в случае
функций с иррациональными параметрами обычно применяют эффективное построение
линейной приближающей формы (или совокупности таких форм при использовании сов-
местных приближений). Коэффициенты построенной формы являются многочленами с
алгебраическими коэффициентами. Для общего наименьшего знаменателя этих коэффи-
циентов требуется затем получить приемлемую оценку сверху его абсолютной величины.
Известные оценки такого рода нуждаются в некоторых случаях в уточнении. Это уточне-
ние осуществляется с применением теории делимости в квадратичных полях; дополнитель-
но используются сведения о распределении простых чисел в арифметической прогрессии.
В настоящей работе рассматривается один из вариантов эффективного построения сов-
местных приближений для гипергеометрической функции общего вида и ее производных.
Общий наименьший знаменатель коэффициентов многочленов, входящих в эти прибли-
жения, оценивается затем с помощью уточненного варианта соответствующей леммы. Все
это позволяет получить новый результат об арифметической природе значений указанной
функции в малой по абсолютной величине ненулевой точке мнимого квадратичного поля.
Ключевые слова: гипергеометрическая функция, эффективная конструкция, линейная
независимость, мнимое квадратичное поле.
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Abstract
The main difficulty one has to deal with while investigating arithmetic nature of the values
of the generalized hypergeometric functions with irrational parameters consists in the fact that
the least common denominator of several first coefficients of the corresponding power series
increases too fast with the growth of their number. The last circumstance makes it impossible
to apply known in the theory of transcendental numbers Siegel’s method for carrying out the
above mentioned investigation. The application of this method implies usage of pigeon-hole
principle for the construction of a functional linear approximating form. This construction
is the first step in a long and complicated reasoning that leads ultimately to the required
arithmetic result. The attempts to apply pigeon-hole principle in case of functions with irrational
parameters encounters insurmountable obstacles because of the aforementioned fast growth of
the least common denominator of the coefficients of the corresponding Taylor series. Owing to
this difficulty one usually applies effective construction of the linear approximating form (or a
system of such forms in case of simultaneous approximations) for the functions with irrational
parameters. The effectively constructed form contains polynomials with algebraic coefficients
and it is necessary for further reasoning to obtain a satisfactory upper estimate of the modulus
of the least common denominator of these coefficients. The known estimates of this type should
be in some cases improved. This improvement is carried out by means of the theory of divisibility
in quadratic fields. Some facts concerning the distribution of the prime numbers in arithmetic
progression are also made use of.
In the present paper we consider one of the versions of effective construction of the
simultaneous approximations for the hypergeometric function of the general type and its
derivatives. The least common denominator of the coefficients of the polynomials included
in these approximations is estimated subsequently by means of the improved variant of the
corresponding lemma. All this makes it possible to obtain a new result concerning the arithmetic
values of the aforesaid function at a nonzero point of small modulus from some imaginary
quadratic field.
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Введение
При изучении арифметической природы значений обобщенных гипергеометрических фун-
кций (а также и их производных, в том числе и по параметру) обычно используют метод
Зигеля или метод, основанный на эффективном построении линейной приближающей формы
(в дальнейшем – эффективный метод). В обоих случаях обычно требуется предварительно
установить линейную (или алгебраическую) независимость соответствующих функций.
В случае применения метода Зигеля обычно предполагают, что параметры исследуемых
функций рациональны, а значения вычисляются в ненулевой алгебраической точке. При этом
обычно изучают вопрос об алгебраической независимости таких значений. Соответственно
важным предварительным результатом здесь является доказательство алгебраической незави-
симости рассматриваемых функций над полем рациональных дробей. Примеры исследований
такого рода см. в [1, глава 7]; в замечаниях к указанной главе на с. 248-249 приведен краткий
список работ по этой тематике. Отметим здесь работы [2]–[15]. Доказательство линейной неза-
висимости над полем рациональных дробей гипергеометрических функций общего вида (при
отсутствии дифференцирований по параметрам) имеется в работах [16] и [17]. Используя дока-
занные в этих работах теоремы, можно установить условия линейной независимости функций
(1). Примеры доказательства линейной независимости продифференцированных по парамет-
ру гипергеометрических функций имеются в работах [18] и [19]; результаты, полученные в
последней из этих работ, использовались затем в [20] и [21].
1. Результат
Рассмотрим при 𝑘 = 1, . . . , 𝑡, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚+ 2 гипергеометрические функции
𝐹𝑘𝑗(𝑧) =
∞∑︁
𝜈=0
𝑧𝜈𝜒𝑘𝑗(𝜈)
𝜈∏︁
𝑥=1
𝑎(𝑥)
𝑏(𝑥)
· 1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘) . (1)
В этом равенстве 𝑎(𝑥) = (𝑥 + 𝛼1) . . . (𝑥 + 𝛼𝑟), 𝑏(𝑥) = (𝑥 + 𝛽1) . . . (𝑥 + 𝛽𝑚), 0 6 𝑟 6 𝑚 + 1;
𝛼1, . . . , 𝛼𝑟, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑚, 𝐴, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑡 — некоторые комплексные числа, причем
𝑎(𝑥)𝑏(𝑥)(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘) ̸= 0 (2)
при 𝑥 = 1, 2, . . . ;
𝜒𝑘𝑗(𝜈) =
𝑗−1∏︁
𝑢=1
(𝜈 + 𝛽𝑢), 𝑘 = 1, . . . , 𝑡, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚+ 1, 𝜒𝑘,𝑚+2(𝜈) = 𝜒𝑘,𝑚+1(𝜈)(𝜈 + 𝜆𝑘).
Рассмотрим также производные функций (1) по параметру 𝜆𝑘, т.е. функции
𝐹𝑘𝑙𝑘𝑗(𝑧) =
∞∑︁
𝜈=0
𝑧𝜈𝜒𝑘𝑗(𝜈)
𝜈∏︁
𝑥=1
𝑎(𝑥)
𝑏(𝑥)
· 𝜕
𝑙𝑘
𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘) , (3)
𝑘 = 1, . . . , 𝑡, 𝑙𝑘 = 0, 1, . . . , 𝜏𝑘−1, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚+2 ; 𝜏1, . . . , 𝜏𝑡 – произвольные натуральные числа.
Теорема 1. Пусть выполнено условие (2), и пусть
𝛼𝑖 − 𝛽𝑗 , 𝛼𝑖 − 𝜆𝑘, 𝛼𝑖 + 𝜆𝑘 −𝐴, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑡,
не являются целыми числами; предположим также, что целыми числами не являются
𝜆𝑘 − 𝜆𝑘′ , 𝜆𝑘 + 𝜆𝑘′ −𝐴, 𝑘 ̸= 𝑘′, 2𝜆𝑘 −𝐴, 𝑘, 𝑘′ = 1, . . . , 𝑡.
Тогда функции (3) линейно независимы вместе с функцией, тождественно равной единице,
над полем C(𝑧).
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2. Вычисление абстрактных определителей
Рассмотрим определитель
Δ1 =
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑡,
𝑘=1,...,𝑡
, (4)
где 𝑁1 > −1 — произвольное целое число, 𝜆𝑘 и 𝐴 — комплексные числа, для которых име-
ют смысл входящие в состав определителя дроби; строки определителя Δ1 расположены в
порядке возрастания 𝜈, столбцы — в порядке возрастания 𝑘.
Лемма 1. Имеет место равенство
Δ1 = (−1)𝑡(𝑡−1)/2
𝑡∏︁
𝑘=1
𝑁1+𝑡∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
∏︁
𝑘1>𝑘2
(𝜆𝑘1 − 𝜆𝑘2)(𝜆𝑘1 + 𝜆𝑘2 −𝐴), (5)
где последнее произведение распространено на все значения 𝑘1, 𝑘2 ∈ {1, . . . , 𝑡}, удовлетворяю-
щие условию 𝑘1 > 𝑘2.
Доказательство. Умножим 𝑘-й столбец определителя Δ при 𝑘 = 1, . . . , 𝑡 на
𝑁1+𝑡∏︁
𝑥=1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘).
В результате получим определитель
Δ2 = Δ2(𝑡) =
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁1+𝑡∏︁
𝑥=𝜈+1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑡,
𝑘=1,...,𝑡
.
Поэтому для доказательства (5) достаточно установить справедливость равенства
Δ2(𝑡) = (−1)𝑡(𝑡−1)/2
∏︁
𝑘1>𝑘2
(𝜆𝑘1 − 𝜆𝑘2)(𝜆𝑘1 + 𝜆𝑘2 −𝐴) . (6)
Это последнее равенство можно доказать, рассуждая по индукции. При 𝑡 = 1 доказывать
нечего. Пусть при некотором 𝑡 равенство (6) справедливо; рассмотрим определитель Δ2(𝑡+1).
Такой определитель является многочленом степени 2𝑡 от переменной 𝜆𝑡+1, причем корни этого
многочлена суть 𝜆𝑘, 𝐴− 𝜆𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑡, а старший коэффициент равен (−1)𝑡Δ2(𝑡). Отсюда и
из предположения индукции следует равенство, получающееся из (6) после замены 𝑡 на 𝑡+1.
Таким образом, справедливость равенства (6) установлена индукцией по 𝑡, и лемма доказана.
Рассмотрим определитель
Δ3 =
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘𝑙𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘𝑙𝑘)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1,
,
где 𝑇 = 𝜏1+ · · ·+ 𝜏𝑡; строки определителя расположены в порядке возрастания 𝜈, а положение
столбца определяется парой индексов (𝑘, 𝑙𝑘), причем эти пары упорядочены лексикографиче-
ски; по поводу такой упорядоченности см., например, [22, с. 261-262]. Из леммы 1 вытекает
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равенство
Δ3 = (−1)𝑇 (𝑇−1)/2
𝑡∏︁
𝑘=1
𝜏𝑘−1∏︁
𝑙𝑘=0
𝑁1+𝑇∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘𝑙𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘𝑙𝑘)
×
×
𝑡∏︁
𝑘=1
𝜏𝑘−1∏︁
𝑙𝑘=1
𝑙𝑘−1∏︁
𝑙′𝑘=0
(𝜆𝑘𝑙𝑘 − 𝜆𝑘𝑙′𝑘)
∏︁
𝑘>𝑘′
(𝜆𝑘𝑙𝑘 − 𝜆𝑘′𝑙𝑘′ )
∏︁
(𝑘𝑙𝑘)≻(𝑘′𝑙𝑘′ )
(𝜆𝑘𝑙𝑘 + 𝜆𝑘′𝑙𝑘′ −𝐴), (7)
где два последних произведения распространены на все допустимые пары индексов, удовлетво-
ряющие указанным соотношениям; символ ≻ означает лексикографическую упорядоченность.
Пусть 𝐷𝑘𝑙𝑘 — оператор вычисления частной производной 𝜕
𝑙𝑘/𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘𝑙𝑘 с последующей заменой
𝜆𝑘𝑙𝑘 на 𝜆𝑘. Применим к определителю Δ3 произведение таких операторов вида
𝑡∏︁
𝑘=1
𝜏𝑘−1∏︁
𝑙𝑘=0
𝐷𝑘𝑙𝑘 . (8)
В результате получим определитель
Δ4 =
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜕 𝑙𝑘𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇,
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1
,
столбцы и строки которого расположены, как указано выше.
Лемма 2. Имеет место равенство
Δ4 = (−1)𝑇 (𝑇−1)/2
𝑡∏︁
𝑘=1
𝑁1+𝑇∏︁
𝑥=1
1
((𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘))𝜏𝑘−1×
×
𝑡∏︁
𝑘=1
1!2! . . . (𝜏𝑘 − 1)!
∏︁
𝑘>𝑘′
(𝜆𝑘 − 𝜆𝑘′)
∏︁
𝑘,𝑘′
(𝜆𝑘 + 𝜆𝑘′ −𝐴), (9)
где произведения
∏︀
𝑘>𝑘′(𝜆𝑘 − 𝜆𝑘′)
∏︀
𝑘,𝑘′(𝜆𝑘 + 𝜆𝑘′ − 𝐴) получаются из последних двух произве-
дений, входящих в (7), заменой в каждой скобке 𝜆𝑘𝑙𝑘 и 𝜆𝑘′𝑙𝑘′ соответственно на 𝜆𝑘 и 𝜆𝑘′ .
Доказательство. Лемму можно доказать по индукции. Но можно также воспользоваться
<готовым> рассуждением, с помощью которого в аналогичной ситуации доказывается лемма
15.7, [23, с. 125]. Приводим упомянутое рассуждение дословно (изменив лишь обозначения).
Будем действовать оператором (8) на правую часть (7). Тогда перед дифференцированием
по 𝜆𝑘𝑙𝑘 преобразованная правая часть (7) будет содержать множитель (𝜆𝑘𝑙𝑘 − 𝜆𝑘)𝑙𝑘 , поэтому
после дифференцирования и подстановки 𝜆𝑘𝑙𝑘 = 𝜆𝑘 отличным от нуля будет лишь слагаемое,
содержащее 𝑙𝑘-ю производную этой скобки. Лемма доказана.
Рассмотрим определитель
Δ5 =
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜕 𝑙𝑘𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘 − 𝜎)(𝑥+𝐴−𝑁2 − 𝜆𝑘 + 𝜎)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇 (𝑁2+1),
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1, 𝜎=0,1,...,𝑁2
,
где 𝑁2 = (𝑛+ 1)(𝑚+ 2)− 1.
Лемма 3. Определитель Δ5 отличен от нуля при выполнении условий теоремы.
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Доказательство. Легко видеть, что определитель Δ5 является частным случаем определи-
теля Δ4, и требуемое утверждение непосредственно вытекает из (9). Лемма доказана.
Преобразуем определитель Δ5. Сначала напишем очевидное равенство
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘 − 𝜎)(𝑥+𝐴−𝑁2 − 𝜆𝑘 + 𝜎) = 𝑉𝑘𝜎(𝜈)
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘) ,
где
𝑉𝑘𝜎(𝜈) =
𝜎−1∏︁
𝑥=0
𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥
𝜆𝑘 − 𝑥
𝑁2−𝜎−1∏︁
𝑥=0
𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥
𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥 . (10)
Из этого равенства следует, что
Δ5 =
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑙𝑘∑︁
𝜇𝑘=0
(︂
𝑙𝑘
𝜇𝑘
)︂
𝜕 𝑙𝑘−𝜇𝑘 𝑉𝑘𝜎(𝜈)
𝜕𝜆𝑙𝑘−𝜇𝑘𝑘
×
× 𝜕
𝜇𝑘
𝜕𝜆𝜇𝑘𝑘
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇 (𝑁2+1),
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1,𝜎=0,1,...,𝑁2
.
При фиксированном 𝑘 обозначим
Δ6 = |𝑉𝑘𝜎(𝑧𝜈)|𝜈,𝜎=0,1,...,𝑁2
— определитель, строки которого расположены в порядке возрастания 𝜈, а столбцы — в по-
рядке возрастания 𝜎; 𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑁2 – произвольные числа.
Лемма 4. Справедливо равенство
Δ6 =
𝑁2∏︁
𝜎=0
(︁ 𝜎−1∏︁
𝑥=0
1
𝜆𝑘 − 𝑥
𝑁2−𝜎−1∏︁
𝑥=0
1
𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥
)︁
×
×
𝑁2∏︁
𝜇1=1
𝑁2−𝜇1∏︁
𝜇2=0
(𝐴− 2𝜆𝑘 −𝑁2 + 2𝜇2 + 𝜇1)
∏︁
𝜇1>𝜇2
(𝑧𝜇1 − 𝑧𝜇2) . (11)
Доказательство. Очевидно,
Δ6 =
𝑁2∏︁
𝜎=0
(︁ 𝜎−1∏︁
𝑥=0
1
𝜆𝑘 − 𝑥
𝑁2−𝜎−1∏︁
𝑥=0
1
𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥
)︁
Δ7 , (12)
где
Δ7 =
⃒⃒⃒
𝑉𝑘𝜎(𝑧𝜈)
⃒⃒⃒
𝜈,𝜎=0,1,...,𝑁2
,
𝑉𝑘𝜎(𝜈) =
𝜎−1∏︁
𝑥=0
(𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥)
𝑁2−𝜎−1∏︁
𝑥=0
(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥)
Преобразуем определитель Δ7 следующим образом. При 𝜎 = 0, 1, . . . , 𝑁2−1 из столбца с номе-
ром 𝜎 вычтем столбец с номером 𝜎+1. После этого за знак определителя вынесем множитель∏︀𝑁2−1
𝜇=0 (𝐴 − 2𝜆𝑘 − 𝑁2 + 2𝜇 + 1) . Повторим эту процедуру для 𝜎 = 0, 1, . . . , 𝑁2 − 2 и т.д. На
последнем шаге из первого столбца вычтем второй и вынесем за знак определителя скобку
(𝐴− 2𝜆𝑘). В результате получим равенство
Δ7 =
𝑁2∏︁
𝜇1=1
𝑁2−𝜇1∏︁
𝜇2=0
(𝐴− 2𝜆𝑘 −𝑁2 + 2𝜇2 + 𝜇1)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜎−1∏︁
𝑥=0
(𝑧𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈,𝜎=0,1,...,𝑁2
.
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Нетрудно проверить, что последний определитель равен определителю Вандермонда от пере-
менных 𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑁2 (см., например, задачу 334, [24, с. 35]). Отсюда и из (12) следует (11).
Лемма доказана.
Продолжим теперь преобразование определителя Δ5. Зафиксируем 𝑘; из леммы 4 следу-
ет, что многочлены 𝑉𝑘𝜎(𝜈), 𝜎 = 0, 1, . . . , 𝑁2 образуют базис в пространстве многочленов от
𝜈, степени которых не превосходят 𝑁2. Пользуясь этим, вычтем из каждого столбца, отвеча-
ющего данному 𝑘, при 𝑙𝑘 > 1 определителя Δ5 такую линейную комбинацию столбцов, для
которых 𝑙𝑘 = 0, что во всех указанных выше столбцах не будет слагаемых, содержащих не
продифференцированную по параметру 𝜆𝑘 дробь
∏︀𝜈
𝑥=1 1/((𝑥+𝜆𝑘)(𝑥+𝐴−𝜆𝑘)). Аналогичным
приемом можно из столбцов, для которых 𝜏𝑘 > 2, удалить все слагаемые, содержащие первую
производную упомянутой дроби и т. д. В результате получим равенство
Δ5 =
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑉𝑘𝜎(𝜈) 𝜕 𝑙𝑘𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇 (𝑁2+1),
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1,𝜎=0,1,...,𝑁2
.
Из леммы 3 следует, что Δ5 ̸= 0 при выполнении условий теоремы.
Определитель Δ5 можно еще упростить. Для этого зафиксируем 𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑡, и 𝑙𝑘,
0 6 𝑙𝑘 6 𝜏𝑘 − 1, и с выделенной таким образом системой столбцов данного определителя
проделаем преобразования, использованные при вычислении определителя Δ7. В результате
за знак определителя будет вынесен ненулевой множитель, а сам определитель (после того,
как описанная процедура будет проделана при всех допустимых значениях 𝑘 и 𝑙𝑘) приобретет
вид
Δ8 =
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜎−1∏︁
𝑥=0
(𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥) 𝜕
𝑙𝑘
𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇 (𝑁2+1),
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1,𝜎=0,1,...,𝑁2
.
Последний определитель легко приводится к виду
Δ9 =
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜈𝜎 𝜕 𝑙𝑘𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇 (𝑁2+1),
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1,𝜎=0,1,...,𝑁2
.
Из всего сказанного следует, что последний определитель отличен от нуля.
3. Вычисление конкретных определителей
Пусть 1 6 𝑘 6 𝑡, и пусть
𝑊𝑘𝑗𝑠(𝜈) = 𝜒𝑘𝑗(𝜈)
𝑠−1∏︁
𝑥=0
𝑏(𝜈 − 𝑥)(𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥)
𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1
𝑎(𝜈 − 𝑛+ 𝑥),
𝑗 = 1, . . . ,𝑚+ 2, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑛. (13)
Лемма 5. При выполнении условий теоремы многочлены (13) линейно независимы.
Доказательство. В лемме 1, [25, с. 193] доказано равенство⃒⃒⃒⃒
⃒𝜒𝑗(𝑧𝜈)
𝑠−1∏︁
𝑠=0
𝑏(𝑧𝜈 − 𝑥)
𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1
𝑎(𝑧𝜈 − 𝑛+ 𝑥)
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈=1,...,(𝑛+1)𝑚
𝑠=0,1,...,𝑛, 𝑗=1,...,𝑚
=
=
𝑟∏︁
𝑖=1
𝑚∏︁
𝑗=1
𝑛−1∏︁
𝑠=0
(𝛼𝑖 − 𝛽𝑗 − 𝑠)𝑛−𝑠
∏︁
𝜈1>𝜈2
(𝑧𝜈1 − 𝑧𝜈2). (14)
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Применяя это равенство к определителю
Δ10 = |𝑊𝑘𝑗𝑠(𝑧𝜈)| 𝜈=0,1,...,𝑁2
𝑗=1,...,𝑚+2, 𝑠=0,1,...,𝑛
,
получим, что этот определитель отличен от нуля (при выполнении условий теоремы), если
числа 𝑧𝜈 , 𝜈 = 0, 1, . . . , 𝑁2 попарно различны. Отсюда следует утверждение леммы.
Пусть 𝑁1 + 1 > 𝑛. Рассмотрим определитель
Δ11 =
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜒𝑘𝑗(𝜈 − 𝑠)
𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1
𝑎(𝑥)
𝑏(𝑥)
· 𝜕
𝑙𝑘
𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘
𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜈=𝑁1+1,...,𝑁+𝑇 (𝑚+2)(𝑛+1)
𝑘=1,...,𝑡, 𝑗=1,...,𝑚+2,
𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1, 𝑠=0,1,...,𝑛
.
Преобразуем этот определитель c помощью таких равенств
𝜒𝑘𝑗(𝜈 − 𝑠)
𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1
𝑎(𝑥)
𝑏(𝑥)
= 𝜒𝑘𝑗(𝜈 − 𝑠)
𝑠−1∏︁
𝑥=0
𝑏(𝜈 − 𝑥)
𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1
𝑎(𝜈 − 𝑛+ 𝑥)
∏︀𝜈−𝑛
𝑥=1 𝑎(𝑥)∏︀𝜈
𝑥=1 𝑏(𝑥)
;
и
𝜕𝑙𝑘
𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘
𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘) =
𝜕𝑙𝑘
𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘
(︁ 𝑠−1∏︁
𝑥=0
(𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥)×
×
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
)︁
=
𝑙𝑘∑︁
𝜇=0
(︂
𝑙𝑘
𝜇
)︂
𝜕 𝜇
𝜕𝜆𝜇𝑘
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)×
× 𝜕
𝑙𝑘−𝜇
𝜕𝜆𝑙𝑘−𝜇𝑘
𝑠−1∏︁
𝑥=0
(𝜈 + 𝜆𝑘)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘).
Если теперь воспользоваться тем, что многочлены (13) линейно независимы, то, рассуждая
как при преобразовании определителя Δ5, получим, что определитель Δ11 с точностью до
отличного от нуля множителя равен определителю
Δ12 =
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜒𝑘𝑗(𝜈 − 𝑠)
𝑠−1∏︁
𝑥=0
𝑏(𝜈 − 𝑥)(𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥)
𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1
𝑎(𝜈 − 𝑛+ 𝑥) ×
× 𝜕
𝑙𝑘
𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝜈 + 𝜆𝑘)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘)
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜈=𝑁1+1,...,𝑁+𝑇 (𝑚+2)(𝑛+1),
𝑘=1,...,𝑡, 𝑗=1,...,𝑚+2,
𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1, 𝑠=0,1,...,𝑛
.
Лемма 6. При выполнении условий теоремы определитель Δ11 отличен от нуля.
Доказательство. Достаточно убедиться, что отличен от нуля определитель 𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎12. За-
фиксируем 𝑘 и 𝑙𝑘 в пределах допустимых значений этих индексов, применим к выделенной
таким образом системе столбцов рассуждения из [25], доказывающие равенство (14), и вы-
несем за знак определителя соответствующий множитель. Проделаем это при 𝑘 = 1, . . . , 𝑡 и
𝑙𝑘 = 0, 1, . . . , 𝜏𝑘 − 1. В результате получим, что с точностью до отличного от нуля множителя
определитель Δ11 равен определителю
Δ12 =
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜒𝑘𝑗(𝜈 − 𝑠)
𝑠−1∏︁
𝑥=0
𝑏(𝜈 − 𝑥)(𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥) ×
× 𝜕
𝑙𝑘
𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘
𝜈∏︁
𝑥=1
1
(𝜈 + 𝜆𝑘)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘)
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜈=𝑁1+1,...,𝑁+𝑇 (𝑚+2)(𝑛+1),
𝑘=1,...,𝑡, 𝑗=1,...,𝑚+2,
𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1, 𝑠=0,1,...,𝑛
.
Легко видеть, что последний определитель равен отличному от нуля определителюΔ9. Отсюда
с учетом сказанного следует утверждение леммы. Лемма доказана.
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4. Доказательство теоремы
Пусть равенство
𝑃0(𝑧) +
𝑡∑︁
𝑘=1
𝜏𝑘−1∑︁
𝑙𝑘=0
𝑚+2∑︁
𝑗=1
𝑃𝑘𝑙𝑘𝑗(𝑧)𝐹𝑘𝑙𝑘𝑗(𝑧) = 0
выполняется тождественно по 𝑧 при некоторых многочленах 𝑃0(𝑧), 𝑃𝑘𝑙𝑘𝑗(𝑧) с комплексными
коэффициентами, причем не все многочлены 𝑃𝑘𝜏𝑘𝑗(𝑧) равны нулю. Тогда при всех достаточно
больших значениях 𝑁1 равен нулю определитель
Δ =
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜒𝑘𝑗(𝜈 − 𝑠)
𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1
𝑎(𝑥)
𝑏(𝑥)
· 𝜕
𝑙𝑘
𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘
𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1
1
(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜈=𝑁1,𝑁1+1...,𝑁1+𝑁2
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1,
𝑗=1,...,𝑚+2, 𝑠=0,1,...,𝑛
. (15)
Номер строки определителя Δ задается значением 𝜈; столбцы определяются значениями ин-
дексов 𝑘, 𝑙𝑘, 𝑗, 𝑠, которые упорядочиваются лексикографически. Поэтому для доказательства
теоремы достаточно установить, что при выполнении ее условий определитель Δ отличен от
нуля при всех достаточно больших значениях 𝑁1. Это следует из леммы 6. Теорема доказана.
Заключение
Доказанную теорему можно использовать для получения различных сведений об арифме-
тических свойствах значений функций (3) в ненулевой алгебраической точке. Если парамет-
ры этих функций рациональны, то соответствующий результат (о линейной независимости
значений функций (3)) можно получить методом Зигеля; применение эффективного метода
позволит уточнить соответствующую количественную оценку, а также при некоторых допол-
нительных ограничениях даст возможность рассмотреть случай иррациональных параметров.
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